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Introduccion: qué es un conjunto de anchura constante.

La nocion de convexidad juega un papel fundamental en muchas
ramas de las matematicas. Un conjunto C se llama convexo
cuando para cualquier par de puntos x, y de ese conjunto C el
segmento que los une esta totalmente contenido en C
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Decimos que A es una recta soporte de un conjunto C si interseca al
conjunto pero no a su interior y ademas C esta contenido en uno de los dos
semiespacios definidos por C. Podemos considerar dos rectas soporte

paralelas y medir su distancia

Si la distancia entre cualquier par de rectas soporte es siempre d decimos
que C tiene anchura constante d



Para tener una idea cabal de lo que significa la definicion, pensemos que
un cuerpo de anchura constante d puede girar libremente entre dos rectas
que estén a distancia ¢ sin perder contacto con ninguna de las dos

Mientras que un cuerpo que no tenga anchura constante no puede hacerlo
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Surgen dos preguntas, de forma natural:

1. ¢ Existen conjuntos de anchura constante que no sean circulos?

2. ¢Como construirlos?



Fijamos tres puntos que estén a la misma distancia (los vértices de un triangulo
equilatero

Trazamos un arco de circunferencia con centro en un punto y que contenga a

los otros dos



Repetimos la misma operacion con los otros dos puntos:

El conjunto convexo encerrado, que se conoce como Triangulo
de Reuleaux, tiene anchura constante.












Este otro conjunto de anchura constante se obtiene
sumando una bola a un triangulo de Reuleaux.




Existe una manera sorprendente de construir curvas de anchura constante:
Dibujamos tantas lineas rectas como queramos, pero con interseccion dos a
dos. Cada arco de nuestra curva sera un arco de circunferencia con centro en
una interseccion P y encerrado por las dos rectas cuya interseccion es P. Se
empieza desde cualquier interseccion y se continua conectando cada arco
con el anterior. Si se hace con cierto cuidado, la curva se cierra y tiene
anchura constante.



En tres dimensiones se suele hablar de solidos de anchura constante. Se
obtiene uno de éstos al girar el conjunto anterior alrededor de un eje de
simetria que pasa por el centroide (centro del mayor circulo contenido en el

conjunto) y por un vértice.

La pregunta natural es...¢,qué pasa con el analogo en tres dimensiones del
triangulo de Reuleaux?



El analogo en tres dimensiones del triangulo de Reuleaux no tiene anchura
constante.

(V3 — V2/2)s ~ 1.0249s.



Un tetraedro de Reuleaux se puede modificar para que tenga anchura constante:
se reemplazan tres aristas (que formen un triangulo o que compartan un vértice)
por secciones de revolucion de un arco de circunferencia obteniéndose los

famosos cuerpos de Meissner.




Se reemplaza la zona sombreada por la superficie toroidal obtenida al
girar el arco amatrillo alrededor del eje rojo...



Se sabe que el triangulo de Reuleaux es el conjunto de anchura constante
(con didmetro positivo prefijado) que tiene menor area (teorema de Blaschke
y Lebesgue 1915y 1914) pero no se sabe cual es el cuerpo de anchura
constante prefijada de menor volumen. Entre los que son de revolucion si se
conoce la respuesta: un triangulo de Reuleaux de revolucion (Campi et al.
1996).

El cuerpo de anchura constante (con diametro positivo prefijado) que
minimiza el volumen también minimiza el area de la superficie (Blaschke
1915).



Se ha especulado con que el solido de anchura constante que mi-
nimiza el volumen debe tener el mismo grupo de isometrias que
un tetraedro regular, cosa que ninguno de los cuerpos de Meissner
Mp, My, tienen. Una posibilidad entonces es considerar la suma de
Minkowski | i

M = 5ﬂf 7R Sﬂj Vv
que st las tiene (v es de la misma anchura constante). Sin embargo.
la desigualdad de Brunn-Minkowski implica que
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de hecho, M tiene un 2% mas de volumen que My v Mp.



Sea. X un espacio de dimension finita, D9 la familia de todos los
subconjuntos de anchura constante 2, y Dy el espacio cociente que
resulta al considerar las clases de equivalencia por traslacion: si K €
Dy, denotamos [K] ={K +1t:t € R"}. El espacio Dy tiene cierta
estructura lineal, y se pueden considerar sus conjuntos extremos.

Teorema. 5i la norma de X es estrictamente convexa y C' € Do
tiene volumen minimo, entonces |C| es un extremo de Dy.

Proposicion. La clase de traslacion de un cuerpo de Meissner es un
extremo de D 3.
2

J. P.Moreno v R. Schneider, Structure of the space of diametrically complete sets in a Minkowski
space, aparecerd en Disc. Comp. Geom.
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Collserola, Barcelona photographed by Richard Moore
The Transmission Gallery - tx. mb21l.co.uk/gallery




Aplicaciones tecnicas
1. Motor rotativo, de piston rodante o Wankel

El rotor tiene la forma de un triangulo de Reuleaux y gira orbitalmente.
Actualmente, s6lo Mazda ofrece motores Wankel en coches de serie (RX-8).
Pesa y ocupa la tercera parte que su equivalente con pistones, pero tiene

problemas de estanqueidad. Presenta ventajas para usar hidrogeno como
combustible.
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Y=sin(w1ty+(RIL)*sin[(w1+w2)"t]

EPITROCHOID FOR THE WANKEL ENGINE(L=1,R=0.2,w1=1,w2=3)

| | | | |
=1 0.5 0 0.5 1

X=cos{w1*t)+(R/L) cos[{w1+w2)"t]







The Wankel
Rotary Engine

Jorn B. Hege




m'ér;r T‘Ir

FEED: WA ?H

Ii‘llll" 1'|"-_-..""' '.-l' I'I |




El nombre de triAngulo de Reuleaux para la figura @ se debe al

ingeniero y profesor Franz Reuleaux (1829-1905). Demostro sus propiedades de
anchura constante (que ya eran conocidas por Euler) y fue el primero en usarlo en
mecanismos (aunque se puede leer en algln sitio que su primera intencion tenia
gue ver con su aplicacion a la industria textil)
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Franz Reuleaux cre6 mas de 800 modelos de mecanismos y autorizé a la empresa
alemana Gustav Voigt Mechanische Werkstatt, en Berlin, a fabricar mas de 300 de
estos modelos para su uso con fines pedagogicos en escuelas técnicas. En 1907,
368 modelos estaban disponibles en el catalogo de Voigt. Hoy en dia, la mayor
coleccion de estos modelos (220) se encuentra en la universidad de Cornell.







2. Monedas

Los conjuntos de anchura constante funcionan bien en las maquinas que
operan con monedas, ya que pueden girar en lugar de deslizar. Los ciegos las
pueden reconocer con facilidad




3. Proyectores de cine.

Usando un triangulo de Reuleaux, se puede conseguir un movimiento

intermitente.




La proyeccion de peliculas se basa en la
permanencia de un fotograma en la
pantalla durante un breve espacio de
tiempo (1/24 seq), tras el cual la pelicula
debe girar para pasar al siguiente
fotograma, momento en el que el
obturador debe quedar cerrado para que
no aparezca una imagen borrosa. El
mecanismo de obturacion (que produce
un ruido caracteristico) se hace mediante
un triangulo de Reuleaux que gira
alrededor de uno de sus vertices. La
pantalla de obturacion esta apoyada en
dicho triangulo.




4. Taladro para agujeros (casi) cuadrados

Fue patentado por Harry Watts en 1930




5. Cierre de bocas de riego.

Un cilindro no serviria para este propdésito




6. Moda y diseno.

CONSTRUCTORA

L\ SANJOSE



7. Deporte (de competicion).



Propiedades de los conjuntos de anchura constante

1. No tienen simetria central: un conjunto de anchura constante que tenga un
centro de simetria tiene que ser, necesariamente, una bola.

Dem: Podemos suponer que el centro de simetria es el origen. Si consideramos
r =supq{|| x||: x e C}

esclaroque. C < rBylo unico que tenemos que hacer es probar la inclusion
contraria. Primero, notemos que diamC =2r (paracada N € N existen puntos
X, € C: || X || >r —% y, ademas, nuestro conjunto es simétrico respecto al origen.

Supongamos que existe un punto X, € B, Xy & C

d <2r




2. C tiene anchura constante d siy sélosi C-C es la bola unidad de radio ¢

Dem: la suma de conjuntos de anchura constante, tiene también anchura
constante; como, ademas, C-C tiene al cero como centro de simetria, resulta
que C-C es una bola de centro 0; ¢ qué radio tiene?

Para cada funcional del dual con norma 1, se tiene que

sup f(C—-C)=sup f(C)—-iInf f(C)=d

de modo que C - C tiene radio d . Reciprocamente, si C-C=dB, entonces

d=sup f(C-C)=sup f(C)—-inf f(C)

de manera que C - C tiene anchura constante d



3. Si un conjunto C tiene anchura constante, la inesfera y la circunsfera son
concéntricas y la suma de sus radios es d =diam C

4. Cualquier conjunto con diametro @ esta contenido en un conjunto de
anchura constante d.

Este resultado no
es cierto si, en lugar
de conjuntos de
anchura constante,
consideramos bolas

2r >d




5.Si C c R? tiene anchura constante d, se puede inscribir en un hexagono
regular de anchura minima ¢
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Se escogen tres direcciones con los angulos adecuados y después se rotan
para conseguir que los lados sean iguales.



6. Teorema de Barbier Si C — R? tiene anchura constante d, entonces
su perimetro L es nd

La idea es utilizar la formula de Cauchy

1 c27
L=—], B(#)dy

donde B(¢) es la longitud de la proyeccion de Cen la direccion ¢

7. Teorema de Blaschke-Lebesgue De todos los conjuntos planos de
anchura constante d, el triangulo de Reuleaux es el que tiene area
minima.

La desigualdad isoperimélrica dice que el circulo es precisamente el que
tiene area maxima.



A modo de resumen: a la pregunta de por qué las tapas de las alcantarillas
son redondas y no de otra forma, por ejemplo cuadradas, podemos ahora
responder que no importa la forma que tengan siempre que ésta sea de
anchura constante, para que la tapa no se vaya nunca dentro del agujero. Y
lo mas razonable es que sean redondas, porque es el conjunto de anchura

constante de mayor area y porque se pueden colocar sin tener en cuenta
ninguna posicion especial.
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Y entenderemos el error que
cometian los ingenieros de la
NASA en el test para decidir si las
partes de los cohetes propulsores
de los transbordadores espaciales
eran reutilizables.




Configuracion del Transbordador Espacial

Soporte v ventilacion

del Lok

Cona con

paracaidas

de fenado

Compattimenta
can 3
paracaidas
principales

Tangue
externo

iE

_ Motores de
separacian
del hooster

i)

Sistema de
Zantral de
Reaccidn
— (RCE)

| Cohete

salido

Crbitador

S

=

Bahia de

|
:

I

carga

principales 3

rlDrhlitr:mdu]r

reforzadar

Altura estacionado: 17,4 mis.
Longitud: 37,24 mts.
Diametro: 23,79 mis.
Peso al aterrizaje: 30.718 ko. {varia)
Empuje del motor principal (3):
1.668.000 newtaons (o) al nivel del mar,
2.080.560 newtons en el vacio
Bahia de carga:

Diametro: 4 6 mts.

Longitud: 18,29 mts.
L Peso de carga otil: 22.680 k. (Aprox)

Tangue externo

Longitud: 47 mts.

Diametro: 8,4 mits.

Peso cargado: 760.234 kg.
Pesowvacio: 29.938 ko.

Combustible: Oxigeno ligquido (L0 e
hidrdgeno liguido (LH2).

Tangue LOX: 542 541 litros {maximo).

kTanque LH2: 1.458.3282 litros (maximo).

Cohete reforzador sdlido {(Booster)

Longitud: 45,46 mts.

Diametro: 3,7 mits.

Peso: 589 680 k.

Combustible: Perclorato de amonia

Empuje al despegue: 13,6 millones de newtons

Sisterna de Control de Reaccion (RCS)
Sigterma de Maniobramienta Crhital (OS]

mMotores Zgmnera del booster
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Aunque yo pensaba hacer algunos cdlculos, la NASA
me proporciond todas las tolerancias sobre desviaciones
de las secciones respecto de la redondez perfecta, a parnr
de las cuales traté de calcular cuinta seria la compresién
resultante en los anillos téricos, y dénde estaria locali-
zada. Tal vez la fuga se produjese en los puntos de com-
presion minima. [Los nimeros eran medidas tomadas se-
ouin tres didmetros, separados 60 grados. Pero la coinci-
dencia de tres didmerros no es garantia de que las piezas
encajen; ni seis diametros, ni ningan otro finito podria
garantizarlo, tampoco.

Por ejemplo, se puede trazar una figura parecida a un
tridngulo redondeado en los vértices. en el cual tres dii-
metros separados 60 grados entre si, tienen la misma
longitud.

Recuerdo haber visto un truco asi en un museo, #n
mis tiempos de chaval. Se trataba de una cremallera den-
tada que se¢ movia con toda suavidad adelante y atras,
mientras engranaban en ella por la parte inferior varias
ruedas dentadas de formas raras, no circulares, que gi-
raban en torno a ejes bamboleantes. Aquel chisme pare-
cia imposible, pero la razén de que funcionase era que
las ruedas dentadas tenian formas rtales, que mantenian
diametros constantes.

Por ese motivo, los niimeros facilitados por la NASA
no me servian de nada.



FIGLRA 17, Asenqgise todos los didmetros de esta figura son igaal de lar-
pos, evtdentemente no es redonda.
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